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¶  ск ИмЎмвЮϜ  ϾϝϮжш ϣтжвϾЮϜ ϢϸвЮϜ4 .ϤϝКϝЂ 

¶  дмЪϦт) дв  ИмЎмвЮϜ4 дв ϣвЦϼв ϤϝϲУЊ (4/1  пЮϖ4/4 

¶ ϝлжтϠ ϝвтТ ϣЯЧϦЂв дтϼϝвϦ ϣЛϠϼϒ дв ИмЎмвЮϜ дмЪϦт. 

¶ ϱІϼϦвЮϜ дтϼвϦЮϜ ϾϝϮжϝϠ аϾЯв3 дтϼвϦЮϜ м4  мъϜϾϝϮжϜ дтϠ ϼϝтϦ϶ дтϼвϦЮϜ ϝвϖ1   ϝвϖ м

дтϼвϦЮϜ2  

¶  ) ϣϪыϪ ИмвϮвЮϜ сТ ϾϮжт дϒ ϱІϼϦвЮϜ пЯК3:дтϼϝвϦ ( 

        дтϼвϦЮϜ1  ϤϝтϠϝЂϲЮϝϠ ХЯЛϦт м)рϼϝтϦ϶Ϝ......................(.................3.5 АЧж 

  -    м  ϝвϖ 

        дтϼвϦЮϜ2  ϣтϼϠϮЮϜ ϤϝтжϠЮϝϠ  ХЯЛϦтм)рϼϝтϦ϶Ϝ.............(....................3.5 АЧж 

     

   - дтϼвϦЮϜ3  ϣтϸЧЛЮϜ ϸϜϸКцϝϠ ХЯЛϦт м)рϼϝϠϮϖ......................................(3.5 АЧж 

    

            - дтϼвϦЮϜ4  м ЬтЯϲϦЮϝϠ ХЯЛϦт)рϼϝϠϮϖ.(..............................................13 ϣАЧж 

 

                                    ϝлКнж дϝЪ ϝгУуЪ ϣϡЂϝϳЮϜ ϣЮфϜ ЬϝгЛϧЂϝϠ ϱгЃт ъ 

Ͻϧ϶Ϝ ϝвϖ Ͽϯжϒм етϽгϧЮϜ1  ϝвϖм етϽгϧЮϜ2 

 Ͽϯжϒ м ϝтϼϝϡϮϖ етϽгϧЮϜ3  етϽгϧЮϜ м4 

  

  етϽгϧЮϜмύΥоΦр БЧжκрϼϝуϧ϶Ϝό  ύ  ϜϺϖетϽгϧЮϜ ϤϿϯжϜм етϽгϧЮϜ ϿϯзϦ дϒ ЩЮ сПϡзт ыТнό 

 еЫуЮp  мq ϸϹКтуЮмϒ еу дϝЧЧϳт е   :p q<     м[ ]19 1p q pq+ - Ü  

0.5 1- ϒ ) дϒ еуϠp м9 ϝглзуϠ ϝгуТ дϝуЮмϒ. 

1   Ϟ )дϒ ϭϧзϧЂϜ :[ ]19 1p p- Ü    дϒ м[ ]9 1q pÜ   

0.5 2- ϒ ) дϒ еуϠ1p-  мq  ϝглзуϠ ϝгуТ дϝуЮмϒ. 

0.5    Ϟ )мϾнϠ ϣзкϽϡв ЬϝгЛϧЂϝϠ дϒ еуϠ ̪     :2p =  

0.5 3- ϒ ) дϒ еуϠ ̪ ϝвϽуТ ϣзкϽϡв ЬϝгЛϧЂϝϠ   :[ ]19 1q q- Ü   

0,5    Ϟ )дϒ ϭϧзϧЂϜ    :5q=  
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ϣϲУЊЮϜ 

2 
4 

 

 етϽгϧЮϜнΥ ύоΦр  БЧжκрϼϝуϧ϶Ϝό  ύϜϺϖ етϽгϧЮϜ ϤϿϯжϜн  ϿϯзϦ дϒ ЩЮ сПϡзт ыТетϽгϧЮϜмό 

ϿвϽЮϝϠ ϿвϽж( )ɀ
3
á  ϣϡϦϽЮϜ ев ϣЛϠϽгЮϜ ϤϝТнУЋгЮϜ ϣКнгϯв пЮϖ3 ϣуЧуЧϲ ϤывϝЛв ϤϜϺ. 

 дϒ ϽЪϻж( )( )ɀ3 , ,+ Ĭá  иϹЛϠ сЧуЧϲ слϯϧв ̭ϝЏТ9   дϒ м( )( )ɀ3 , ,+Ëá ϣуЮϸϝϡϦ ϽуО ϣЧЯϲ ϣтϹϲϜм м 

ϝкϽУЊ 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

Þ º
õ õ õ õ=  õ õ õȭ ß

 м м  ϝлϦϹϲ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

Þ º
õ õ õ õ=  õ õ õȭ ß

 

ϣуϚϿϯЮϜ ϣКнгϯгЮϜ ϽϡϧЛж:30 0

x y y

E M( x,y,z ) z / ( x,y,z )

y x z x

³ ¿Þ º- -µ µõµ µ õµ  µõµ µ õ= = Ċ² Ĩ õµ µõ õµ µõ -µ µ¯ ßµ µ´ Ī

á   

 

 

ЬмцϜ ̭ϿϯЮϜΥ 

1-ϒ ) дϒ еуϠE  ̭ϝЏУЯЮ сϚϿϮ слϯϧв ̭ϝЏТ( )( )ɀ3 , ,+ Ĭá 
0.25 

   Ϟ ) ̭ϝЏУЯЮ ϝЂϝЂϒ ϸϹϲ( )E, ,+ Ĭ 0.5 

2-ϒ )дϒ ХЧϳϦ: 

( ) ( )3 3x,y,z , x',y',z' ; M( x,y,z ) M( x',y',z') M( xx' yy',xy' yx',zz')" Ċ " Ċ Ë = - +á á  
0.25 

   Ϟ)  дϒ еуϠ( )E, ,+Ë ϣуЮϸϝϡϦ ϣЧЯϲ 0.5 

сжϝϫЮϜ ̭ϿϯЮϜΥ 

ϣуϚϿϯЮϜ ϣКнгϯгЮϜ ϽϡϧЛжF  евE ЭЫЇЮϜ пЯК ϤϝТнУЋгЯЮ0M( x, y, )  ϩуϲ( ) 2x,y Ċá 
 

1 – дϒ еуϠF ϢϽвϿЯЮ ϣуϚϿϮ ϢϽвϾ ( E, )+ 0.25 

2- еЫуЮj ев РϽЛгЮϜ ХуϡГϧЮϜ*Ã  нϳжE сЯт ϝгϠ: 

                               
2 0( x,y ) ; ( x iy ) M( x,y, )" Ċ j + =á  

 

        ϒ-  дϒ еуϠj  ев ЭЪϝЇϦ( ),* ËÃ  нϳж( )E,Ë 0.25 

       Ϟ- дϒ ϭϧзϧЂϜ( )F ,* Ë ϣуЮϸϝϡϦ ϢϽвϾ( .{ }F F O* = - ) 0.5 

       Ϭ- дϒ еуϠ( )F, ,+Ë йϦϹϲм ϹтϹϳϦ бϧт сЮϸϝϡϦ бЃϮ. 0.5 

3-   ϒ )дϒ ХЧϳϦ  :( )( )

0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0

M x,y, F ; M( x,y, ) O=

Þ º
õ õ õ õ" Ċ Ë õ õ õȭ ß

       0.25 

      Ϟ ) ϣуϚϿϯЮϜ ϣКнгϯгЮϜ ϽЊϝзК ев Ϲϲϒ ъ дϒ ϭϧзϧЂϜF   ЭϡЧт сТ ϞϽЏЯЮ ϣϡЃзЮϝϠ ϝϠнЯЧв( )ɀ
3
á 

0.25 
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ϣϲУЊЮϜ 

3 
4 

 етϽгϧЮϜоύ ΥоΦр БЧжκрϼϝϡϮϜό 

I-  еЫуЮm аϹЛзв ϽуО ϝуЧуЧϲ ϜϸϹК. 

ϣтϹЧЛЮϜ ϸϜϹКцϜ ϣКнгϯв сТ ϽϡϧЛжÃ̪ еуϧЮϸϝЛгЮϜ: 

 ( ) 2 22 1 0E : z z m+ + + =     м( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 22 1 1 4 2 1 0F : z i z m i z i m+ - + + - - + = 

 

    

1- сТ ЭϲÃ ϣЮϸϝЛгЮϜ( )E 0.5 

2- ϒ ) ϣЮϸϝЛгЮϜ дϒ еуϠ( )F  ЭϡЧϦ ϝуЯуϷϦ ыϲиϹтϹϳϦ бϧт ϝТϽЊ. 0.25 

    Ϟ )сТ ЭϲÃ ϣЮϸϝЛгЮϜ( )F  0.5 

II- ϽІϝϡв бЗзгв ϹвϝЛϧв бЯЛв пЮϖ ϞнЃзв рϹЧЛЮϜ онϧЃгЮϜ( )O;u,v
r r

 

      еуϧГЧзЮϜ ϽϡϧЛж :( )1A im- +  м ( )1B im- - 

      еЫϧЮW ϣЛГЧЮϜ СЋϧзв[ ]AB  мA'ϣЛГЧЮϜ СЋϧзв[ ]OB  мB'ϣЛГЧЮϜ СЋϧзв[ ]OA 

    иϿЪϽв рϻЮϜ дϜϼмϹЮϜW йϧтмϜϾ м
2

Þ ºpõ- õ ȭ ß
  ЬнϳтA пЮϖ( )P p  иϿЪϽв рϻЮϜ дϜϼмϹЮϜ мA' йϧтмϜϾ м

2

Þ ºpõ- õ ȭ ß
  ЬнϳтB пЮϖ( )Q q  иϿЪϽв рϻЮϜ дϜϼмϹЮϜ мB' ϧтмϜϾ мй

2

Þ ºpõ- õ ȭ ß
  ЬнϳтO пЮϖ( )R r 

 

1- дϒ еуϠ  :1p m= - +    м( )
1

1
2

i
q im

-
= - -    мr q= 1.5 

2- ϒ )дϒ ХЧϳϦ  :q r ip- = - 0.25 

    Ϟ )дϒ ϭϧзϧЂϜ:OP QR=  еугуЧϧЃгЮϜ дϒ м( )OP  м( )QR дϜϹвϝЛϧв. 0.5 

 

 етϽгϧЮϜпΥ ύмо ϣГЧжκрϼϝϡϮϜό  

ЬмцϜ ̭ϿϯЮϜΥ  

 ϣЮϜϹЮϜ ϽϡϧЛжfЬϝϯгЮϜ пЯК ϣТϽЛгЮϜ[ ]0 1I ,= сЯт ϝгϠ :( ) ( )2f x xln x= - 

 еЫуЮ м( )C  бЗзгв ϹвϝЛϧв бЯЛв сТ сжϝуϡгЮϜ ϝлЯуϫгϦ( )O;i, j
r r

 
 

1- ϒ ) дϒ еуϠf пЯК ФϝЧϧІыЮ ϣЯϠϝЦI дϒ м :( ) ( )2
2

x
x I ; f ' x ln x

x
" Ċ = - -

-
 0.75 

    Ϟ ) ϣЧϧЇгЮϜ ϣЮϜϹЮϜ дϒ еуϠf ' пЯК ϝЛГЦ ϣуЋЦϝзϦI 0.5 

    Ϭ ) Ϲуϲм сЧуЧϲ ϸϹК ϹϮнт йжϒ еуϠ] [0 1;a Ċ ϩуϳϠ :( ) 0f ' a =дϒ м :( )
2

2
f

a
a =

- a
 0.75 

2- ϒ ) ϤϜϽуПϦ ЀϼϸϜfϝлϦϜϽуПϦ ЬмϹϮ БКϜ бϪ ̪. 0.75 

    Ϟ)  пзϳзгЮϜ дϒ еуϠ( )C ϽЛЧв.  0.5 

     Ϭ )дϒ еуϠ :( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )t I , x I ; f x f ' t x t f t" Ċ " Ċ Ã - + 0.5 

     ϸ )ЭЫЮ дϒ ϭϧзϧЂϜx  евI      :( ) 2f x xlnÃ          м( ) 1f x xÃ - + 0.5 

3- пзϳзгЮϜ ϙЇжϒ( )C (ϻ϶ϓж:2i cm=
r

 ) 0.5 
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ϣϲУЊЮϜ 

4 
4 

4- Ϟ ̪ϟЃϲϜ2cm ϣТϽЛгЮϜ ϤϝгуЧϧЃгЮϜ м пзϳзгЮϝϠ ϼнЋϳгЮϜ онϧЃгЮϜ ̭ϿϮ ϣϲϝЃв ̪ϤъϸϝЛгЮϝϠ :0x=   

м1x=    м0y =  
0.75 

сжϝϫЮϜ ̭ϿϯЮϜΥ  

 еЫуЮn  рмϝЃт мϒ ев ϽϡЪϒ ϝуЛуϡА ϝϳуϳЊ ϜϸϹК2 .  

 ϣЮϜϹЮϜ ϽϡϧЛжnf  пЯК ϣТϽЛгЮϜ[ ]0 1I ,= сЯт ϝгϠ :( ) ( )2n

nf x x ln x= -   

1-ϒ ) дϒ ХЧϳϦnf пЯК ϣϡϮнвI  дϒ м( ) ( )0 1n nf f= 0.5 

   Ϟ )ЭЦцϜ пЯК ϹϮнт йжϒ еуϠ] [0 1n ,a Ċ ϩуϳϠ :( ) 0'

n nf a = 0.5 

2- ϒ ) дϒ еуϠnf пЯК ФϝЧϧІыЮ ϣЯϠϝЦI дϒ м:( ) 1' n

n nx I; f x x g ( x )-" Ċ =
 
 :ϩуϲ   

2
2

n

x
g ( x ) n ln( x )

x
= - -

-
  

0.75 

     Ϟ )дϒ еуϠ ϣЮϜϹЮϜng пЯК ϝЛГЦ ϣуЋЦϝзϦ I  0.5 

    Ϭ)  дϒ ϭϧзϧЂϜna Ϲуϲм.  0.5 

3-  ϣуЮϝϧϧгЮϜ ϽϡϧЛж( )
2n nį

a ХϡЂ ϝв ϟЃϲ ϣТϽЛгЮϜ.  

    ϒ )дϒ еуϠ :( )
11

2
2

n

n
n n

n

n ; f .
n

+a
" į a =

- a
дϒ ϭϧзϧЂϜ ̪ :( ) 0n n

n
lim f
È+Ô

a = 
 

1 

    Ϟ )дϒ еуϠ:1 12 2n n nn g ( ) ln( )+ +" į a = - - a ϣуЮϝϧϧгЮϜ дϒ ϭϧзϧЂϜ ̪( )
2n nį

a ϝЛГЦ ϣтϹтϜϿϦ. 1 

    Ϭ ) ϣуЮϝϧϧгЮϜ дϒ еуϠ( )
2n nį

a ϣϠϼϝЧϧв .  0.25 

    ϸ ) еуϠдϒ :1n
n
lim
È+Ô

a = 0.5 

ϩЮϝϫЮϜ ̭ϿϯЮϜΥ  

 сЛуϡА ϱуϳЊ ϸϹК ЭЫЮ2nįЙЏж ̪ :( )
1

0
n nI f x dx=¸  

1- ϣуЮϝϧϧгЮϜ дϒ еуϠ( )
2n n

I
į

 ϣϠϼϝЧϧв ϝлжϒ ϭϧзϧЂϜ ̪ϣуЋЦϝзϦ. 0.75 

2- дϒ еуϠ ̪̭ϜϿϮцϝϠ ϣЯвϝЫв ЬϝгЛϧЂϝϠ :
11

0

1

1 2

n

n

x
I dx

n x

+

=
+ -¸

 0.5 

3- дϒ еуϠ :( )
1

2 0
1

nn ; I
n

" į Ã Ã
+

 ̪ бϪдϒ ϭϧзϧЂϜ :0n
n
lim I
È+Ô

= 0.75 

плϧжϜ 
 

./ . 

 


